













ス ム ー ズ な 周 期 夕も 力 系 の 準 固 有 可犬 態 iこ
現 れ る 位 不日 の 複 雑 さ
九工大 ･情報工 高橋 公也
周期外力系やkickedsystemは取扱 の簡単 さか ら, 多 くの量子系 のカオ スの研究 に
使われている. これ らの系は周期 Tを もった- ミル トニア ン･
lヽH(t+T)-会 (t) (1)
′ヽ
で特徴付 けられ, 一周期の時間発展 を与えるユニタ リー演算子 UTの固有 状態 (準 固
有状態)を自励 系の固有状態 に代わ るもの として用 いることが可能 で あ る. ユニタ
～
リー演算子UTと準固有値 £｡, 準固有関数 u｡, の関係は
Jヽ
UTlu.> exp(-iSn) lun>
exp(-i(8n-2JTm (n))) lun> (2)
となる. ここで m (n) は任意の整･数である. m (n) の任意性 を取 り払 えば, 準
固有状態を自励 系の固有状態 と同等の ものと見 な して解析 を進 め ることがで き便利
である.外力のない系の固有状態か ら連続的 に外力を増加 させ, 外力 の ない系の固
有値 と準固有値 を連続的につなげ ることによ り (2)式 に現 れ るm (∩) を決定す
ることが可能で ある. この様 に して準固有値 にエネルギー固有値 と して の意味 を形
式的に もたせ る ことがで きる.
E｡/Ti - Sn-27Tm (n) (3)
kickedsystemで は, (3)式 で与え られ る' ェネルギー'を固有値 と思 えば, 形式
的には自励系 と同 じ様 に取 り扱え る. しか し, この様 な取扱 か らは'量 子 カオス的
な振舞 い' と自励系の可積分 的な振舞 いを明確 に区別す ることは量子的 な不確定性
の壁 に阻 まれ不 可能である. これに対 し, スムー ズな周期外力系では連 続的 な時間
変化を問題 とす ることが可能 であ り,準固有状態 は時間変化 の中 に自励 系の固有状
態 とは異なる複雑 さを兄 いだす事が可能 とな ると考 え られ る. 例 えば, 1自由度 の
準固有状態を 1自由度 自励系 の固有状態 を比 べ る場合, マ ップと して見 れば両者 の
問の違 いを明確 にす ることは困難 を伴 うことが多 い. しか し,連続的 な時間領域 の
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変化 に注 目すれ ば,両者 の間 の違 いを明確 にす ることが可能であろ う.
この報告では, 準固有関数 に現れ る位相 の複雑 さに注 目す る. 自励系の固有関 数uj
時間 に対す る位相変化 は単位時間当 り-E｡/缶であ り, 全ての点 で一定 であ るのに
対 し,準固有関数の位相 の変化 は自励系 とは異な り各点毎 に異な った位 相変化 が 可
能 であると考 え られ る. 各点 における位相をOn(t, q) とす ると, (2)求 .)･.り




∂ ( t , q) d t
-- 8n+2打m (n, q) (4)
従 って,各点 における位相の変化 の複雑 さは整数m (n, q) の座標依 存性 を調 べ
ることにより判定可能 であると考 え られ る. ここでは, 簡単な系の数値 実験 によ り
この事実を具体 的に調べてみよ う.取 り扱 った系 は以下 に示す よ うなdoublevellポ
テ ンシャルを もつ 1自由度系 に周期外力を加 えた ものであ る.
I , I
H- T p2-て q2十詫(1-0･4 sinw t) q4
u-0.7 Th-0.08
ここで, 数値的 に容認で きる誤差 ERを以下 の様 に決めた.
0 nT (q) - - 8n+ 27Tm (n, q) + ER
ER< 0. 00 1
(5)
(6)







以下,具体的な シュ ミレー ションの結果を示 そ う.
(
図 1(a).(b).(C)に古典的なK AM トー ラスに対応す る準固有状態 の場合 の結果 を示
す. 図 1(a)に示 す伏見関数 は この準固有状 態が K AM トー ラスに対応 して い ること
を示 している. 図 1(b)に,座標 qと 1周期 の位相 の蓄積 β｡T (q) の関 係 を示す.
β ｡T (q) はqに対 してほぼ一定ではあるが, わずかな揺 らぎを含んで いる. ただ
し,準固有関数 U .､ の絶対値 の小 さいところ即 ち qの大 きい所 では急激 に位相 の蓄
積 (β∩T(q) の絶対値)が大 きくな ってい るのが観測 され る. βnT(q)の値分
布 を図 1(C)に示 す.値分布か らもβnT(q)の揺 らぎが小 さい ことがわか る.
図 2(a),(b).(C)に, 強いカオス状態 の結果 を示す. ここで,各 (a).(b).(C)は図 1
のそれ らと対応 してい る. qとβ｡T(q)の関係や ∂ nT(q)の値分布 か ら, ♂.､7
(q)･の値が大 きく揺 らいで いて, βr.丁(q)が qのirregularな関数 にな ってい る
ことがわか る. また, この場 合で も, Iu n lの小 さい所 で位相 の蓄積が大 き くな っ
てい ることが観 測 され る.
図 3(a).(b).(C)は, 強い局在化を示す準固有状態 の結果である. 図 2の場合 と同様
に, 0,.T (q) の値 は大 きく揺 らぐが,座標 の短 い区間で は, ほぼ一定 値 を取 る こ
とが多い. この事 は, β｡1(q)の値分布が連続的な分布 と言 うよ りは多数 の ピー
クの集 まりで構成 されているとい う事実 に反 映 されている. この場合で も, Iu n f
の小 さい所で位相の蓄積が大 きくな っていることが観測 され る.
この様 な位相蓄積の揺 らぎは q - t空間にお ける孤立 ゼ ロ点 の分布 によ って特徴付
ることが可能で ある. 図 4に示す様 に, 2つの近接す る点 q-.qa, q-q8+ Aq
における位相のずれが時間 と共 に増大 し, ず れの大 きさの絶対値 J0 n (t, q8)
-0｡(t, qa十 Aq) Jが 7に逢 した ときゼ ロ点が発生す る. 従 って. 近接す る
点 の間の位相が絶対値 と して 22Tずれた とす ると少 な くと もそのずれが起 こった時
間内に 2つの点 の間に 1つの孤立 ゼ ロ点が発生 しているはずである. この事か ら,
1周期 における隣接す る2つの点 の間の位相 のずれは, 2つの点 の間 に発生 したゼ
ロ点 の数 に 27Tを掛 けた ものを上回 ることが ない ことがわか る.
I0nT(qO)-8nT(qa+Aq)
-l27Tm (n, q8) - 27T m (n, q8十 Aq) I




図 5に強 いカオ ス状態の u ｡ の実数部のnodallineとゼロ点 の分布 を示 す. 図には
10分の 1周期 (0≦t<T/ 10)の場合が示 されているが, た くさんの孤立 ゼ
ロ点 が発生 して いるのがわか る. 図には示 さないが,局在化があ る場合 には, 波動
関数 の絶対値が大 きな値を とる所でゼ ロ点 の発生が少 な くなる. この為座標 (lの短
い区間で位相のずれが一定値 を取 ることが多 くなる. KAM トー ラスに対応す る準
固有状態 の場岳 も図には示 さないが, カオス状態 とは異 な ったゼ ロ点 の分布が見 ら
れ る. 自励系のゼ ロ点 は空間的.に固定 された点上 にあるためにq- t空 間で見 ると
q -一定 の線上 に連続的に分布す るが, KAM トー ラスの場合には自励 系の様相 を
色濃 く残 し, ゼ ロ線が部分的 にちぎれた形で存在 し,孤立的なゼ ロ点 の発生 は きわ
めてまれである. 従 って,位相のずれが起 こ りに くくなる.
結果 として, q - t空間のゼ ロ点 の発生 の様子を探 る事 によ り準固有状 態 に現れ る
位相 のずれの複雑 さを定性的 に理解で きる事 が分か った. 定量的な特徴 付 をす るこ
とが今後の課題 である.最後 に, この研究 と結 び付 くと思 われ るい くつかの問題 に
つ いて, コメン トしてお こう. KAM ト- ラスに対応す る準固有状態 を断熱的な変
化 と見 なす と, 断熱的な変化 が起 きている場 合は,波動関数の時間 一座 接空間上 の
孤立 ゼ ロ点 の発生が ほとん ど起 きていない状況であると考 え られ る. 孤立 ゼ ロ点発
生 のメカニズムを半古典近似等を用 いて理解 す る事が出来た とすれば, 断熱 な変化
を起 こすための条件を正確 に把撞出来 るよ うになると考 え られ る. 2自由度以上 の
系で これ と同 じシュ ミレー ションを行えば, カオス状態 にある固有状態 の断熱不変
性 の議論が可能 になる. もう 1つの注 目すべ き点 は,波動関数の絶対値 の小 さな部
分 で大 きな位相 のずれが見 られた ことである. この ことか ら, カオス的 な波動関数
の絶対値が小 さな部分の様相 は非常 に複雑で あると考え られ る. 従 って, トンネル
効果等 の絶対値 の小 さな部分 の様相が本質的 に重要 になる様 な現象では絶対値が小
さな部分の解析 が必要不可欠 になると考え られる.
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図 1. KAM トー ラスに対 応 す る準 固有状態 の シュ ミレー シ ョン
(a)伏見関数
(b)∂ n,(q) の座標依存性･ βnT (q) は q- 0に対 して対 称 な の で q ≧ 0の場
合 のみ示 す.






図 2. 強 い カオ ス状 態 を しめす準 固有状 態 の シュ ミレー シ ョン
(a)伏見関数
(b)β ｡T(q) の座棲依存性.





図 3. 局在化 した準 固有状態 の シュ ミレー シ ョン
(a)伏見関数
(b)β∩T (q) の座標依存性.
(C)β ∩T (q) の値分布
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図4.ゼ ロ点発 生 の メカニ ズム
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図 5.強 いカオ ス状態 を示す準固有状態の時 間座揺空 間 (t-q)上 における実部
のnodallineとゼ ロ点 の分布 (0≦ t<T/ 10).
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